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Nous ktudions le problime des poches de tourbillon pour des contours initiaux 
poches du cercle unit&. Une approximation quadratique de I’iquation d’kvolution se 
rCvtle instable en temps fini, la norme lipschitz du contour devenant arbitrairement 
grande. 6 1991 Academic Press, Inc 
We study the problem of vortex patches for initial contour near the unit circle. 
A quadratic approximation to the evolution equation is shown to be unstable in 
finite time, the lipschitz norm of the contour becoming arbitrarily big. R? 1991 
Academic Press, Inc. 
INTRODUCTION 
Nous consid6rons dans ce travail le problbme des poches de tourbillon 
(“vortex patch”) en dimension deux, c’est-A-dire la rCsolution de l’kquation 
d’Euler 
a,v + (v .V) v = -VP, div v = 0, 
avec pour tourbillon initial o0 la fonction caracttristique d’un certain 
domaine Do de bord rO. 
Yudovitch [4] a Ctablit l’existence globale et I’unicitC des solutions de ce 
probl&me: comme o est constant le long des courbes intCgrales du champ 
8, + 2,. V, le tourbillon A l’instant t est la fonction caractkristique d’un 
domaine D, de bord Tr. 
Depuis, la structure fine de la solution (c’est-i-dire la r6gulariti: du bord 
L’,) n’a pu etre tlucidbe. D’une part, Majda a annonct dans [3] la 
rtgularitt: en temps petit des contours deduits d’un contour initial r6gulier 
r,. D’autre part, des explriences numCriques conduites par Zabusky et ses 
collaborateurs [5] semblent montrer une dislocation s&v&e du contour en 
temps fini; ces rtsultats ont conduit Majda A d’audacieuses conjectures [3]. 
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Notre but est done de mettre en evidence une instabilite en temps lini de 
l’tquation qui regit l’evolution du contour T1. 
Pour ce faire, nous inspirant de la presentation de Constantin et 
Titi [a], nous nous limitons a l’ttude des contours voisins de cercle unite, 
qui est une solution constante du probleme. Negligeant les termes d’ordre 
trois ou plus en la perturbation, nous considirons pour cette derniere 
une equation d’approximation quadratique. C’est pour cette equation 
approchee seulement que nous etablissons un resultat d’instabilite portant 
sur la norme lipschitz du contour. Compte tenu du fait que la dimension 
d’espace est un (le contour ttant parametre par CI E S’), ce rtsultat semble 
exclure l’existence pour tout temps de contours reguliers. 
La methode consiste d’abord a Ccrire de facon intrinseque agreable 
l’equation d’approximation quadratique considtrte (qu’on peut considerer 
comme un modele simplitie interessant en lui-mime); puis a construire une 
famille de solutions asymptotiques de cette equation, qui correspond en 
gros geometriquement a adjoindre au cercle unite une pointe triangulaire 
devenant de plus en plus aigue avec le temps (d’oh l’explosion de la norme 
lipschitz du contour). 
1. NOTATIONS, RAPPELS ET RBSULTAT PRINCIPAL 
Dans tout ce travail, nous nous appuyons sur les formulations du 
probleme des poches de tourbillon obtenues en [2], et nous nous efforcons 
d’utiliser les memes notations. 
1.1. Nous etudions le problbme de l’evolution des solutions faibles des 
equations d’Euler incompressibles en dimension deux (d’espace), avec pour 
tourbillon initial oO la fonction caracteristique dun domaine D, du plan. 
Rappelons que l’existence globale en temps et l’unicite de la solution on 
ete obtenues par Yudovitch [4] : le tourbillon o(f, X) est constant le long 
des courbes inttgrales de 8, + ud, (u Ctant la vitesse), en sorte que o(t, .) 
est la fonction caracttristique d’une nouvelle poche D, obtenue par 
deplacement de D,, selon les lignes du flot. 
La question qui nous preoccupe ici est la geometric du bord do, de la 
zone, que l’on suspecte d’etre instable [S]. 11 est facile d’etablir [3], pour 




Comme io(t, a) = Ed ‘(‘~*‘e” est la solution de (1.1 .l ) qui correspond a une 
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zone circulaire en rotation, on posera z(l, a) = e’(“2)Z”(t, a), et on limitera 
notre attention aux contours z(t, a) proches du cercle, 
z( I, a) = e” + cp( t, x), qn petite perturbation. (1.1.2) 
L’equation pour cp obtenue en [2] est alors 
1 2n 
+%r IJ j I 
log 1 + 
cpk 4 - ~(4 P)I Wp + w P)) dB 
e 
iU - ,iP 8 ’ 
(1.1.3) 
oti l’operateur de Hilbert H est ici defini par 
Pour l’tquation (1.1.1 ), Majda a annonce dans [3] un resultat d’existence 
a temps petit de solutions assez rtgulieres: la question Ctudiee ici est celle 
de la duree de vie de contours reguliers. Comme w est bornte, v(t, .) est 
bornee a valeurs dans CT (ou mieux encore, Vv(t, .) est bornee a valeurs 
dans BMO), et en particulier v est bornte: 1 z(t, a)1 ne peut done devenir 
infini en temps fini, ni ) z(t, .)I c, pour A < 1. 11 semble done nature1 d’etudier 
le comportement de zh(t, c(), et en particulier le caractere uniformtment 
lipschitz du contour : on pourra consulter Chemin [ 1 ] pour une discussion 
du lien entre la rtgularite de v et celle de z. 
1.2. En fait, nous allons nous restreindre A l’approximation quadratique 
de l’equation complete (1.1.3), etudite dans [2] : c’est I’tquation obtenue en 
negligeant dans (1.1.3) les termes en (p3, ‘p4 etc ... Elle s’ecrit 
a(P ~(f,a)=~((i+H)p)(t.1) 
(1.2.1) 
Comme il est bien connu (voir [Z] ou (1.2.2) ci-dessous) que l’approxima- 
tion linkaire de (1.1.3) ne donne lieu a aucune instabilite des contours 
reguliers, l’equation (1.2.1) semble &tre le premier modele numeriquement 
raisonnable susceptible de presenter ce phenomene. Neanmoins, (1.2.1) ne 
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posskde pas les invariants globaux que posdde l’tquation cornpEte (1.1.3), 
et en particulier elle ne prkserve pas l’aire de la zone D, (voir dans [2] une 
discussion fine de cette proprittk). 
Pour m&moire, mentionnons ici l’kriture de (1.2.1) en coeffkients de 
Fourier (c’est-g-dire n posant cp( t, U) = Clz- o. (PJ t) @Or) : 
-i t;’ (j+k-1)@3-k~j(Pkr si jai; 
k= -3~ 
(1.2.2) 
Bien que le sous-systkme obtenu en prenant ‘pi = 0 pour 1 jl B 4 dans (1.2.2) 
soit un systkme de sept tquations en cp --3,,,,, (ps, son Ctude ne semble pas 
susceptible de mettre en tvidence l’instabilitt: des contours; en effet, si l’on 
trouve des solutions cp(t, c() A ce systkme non borrkes en temps hi, cela 
contredit l’approximation faite (oh 1 cp I est petit), et n’a gukre de sens car 
l’on sait qu’un tel comportement est exclu pour l’tquation complkte. 
D’autre part, une borne de 1 cp ( controle toutes les quantitts ( 8:~ 1, puisque 
‘pi=0 pour ljl>4. 
1.3. Le rksultat principal. 
Nous dkmontrons dans ce travail le rksultat suivant. 
THZ~OR~ME. Pour tous q > 0, k E N, C > 0, il existe 0 < T 6 5, et me fonc- 
tion cp(t, c(), de classe C" sur [0, T] x R, avec les proprid& suivantes: 
(i) La fonction cp(t, M) est une solution approchde sur [0, T] de 
I’dquation ( 1.2.1) en ce sens que 
iit (6 Co = (Qcp)(c a) + Nt, ~1, avec SUP INt,.)lck~v 
rt CO,Tl 
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(ii) La perturbation q( t, ct) est uniformkment petite: 
sup lcp(t, .)lLZ <II. 
IE co, 7.1 
(iii) Le contour initial satisfait d 
sup 1 zh(O, lx)1 d 14. 
(iv) Le contour 2 I’instant T satisfait ci 
sup I zgt, a)l 3 c. 
2 
Bien entendu, ce resultat n’est qu’un premier pas vers une etude complete 
de l’instabilite de (1.1.3), pour les deux raisons suivantes: 
(a) 11 ne concerne que I’approximatin quadratique (1.2.1) (voir cepen- 
dant la remarque 4.2). 
(b) 11 n’exclut pas qu’un controle initial uniforme en une grande 
norme puisse stabiliser le contour. 
Neanmoins, en dimension un d’espace, la norme lipschitz des solutions 
regulieres dune equation quasi-lineaire d’ordre un est estimee de faGon 
standard en fonction de la norme lipschitz des don&es, dans un intervalle 
de temps de l’ordre du temps de vie effectif de la solution. On peut done 
penser que si l’equation (1.1.1) posstdait des solutions rtgulieres pour tout 
temps correspondant a des donnees initiales rtgulieres, on aurait sur tout 
intervalle [O, T] un contrble des normes lipschitz des contours, ce qui est 
contredit par le Theoreme. 
La preuve du theoreme se fait en deux etapes: 
(i) On etablit au $2 une Pcriture intrinsbque tres simple de 
l’approximation quadratique (1.2.1)-( 1.2.2), portant sur les parties 
holomorphes et antiholomorphes F(t, z) et G(t, 2) de cp(t, c() : 
cp(t, LX) = {F(t, z) + G(t, 5)};=r,“. 
Nous crayons cette formulation (2.2) de nature a rendre l’etude de l’interes- 
sant modele (1.2.1) plus transparente. 
(ii) On construit, au $4, des familles de solutions asymptotiques de 
(1.2.1), pour lesquelles les fonctions F(t, z) et G(t, Z) presentent des poles p, 
~7, exterieurs au disque unite mais proches de celui-ci. Le “petit parambtre” 
de ces developpements asymptotiques n’est autre que la distance de p au 
cercle unite. 
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Les “residus” de ces poles, qui sont des coefficients d&pendant du temps, 
sont gourvernts par des systemes d’equations differentielles ordinaires; le 
premier de ces sysdmes, qui controle les termes principaux possede des 
solutions qui explosent en temps fini (voir Proposition 4.2 et Lemme 5.1). 
Cette construction est rendue possible par l’ecriture (2.2) et une propriete 
d’homogeneite tres remarquable des termes bilineaires d’interaction mise en 
evidence au $3. 
Notons que les solutions construites, qui consistent a creer une “pointe 
aigu? sur un contour presque circulaire, sont susceptible de nombreuses 
variantes (voir Remarques 4.1 et 4.3) : pointes de forme diverses, reseaux de 
pointes, etc, .. . 
2. L'APPROXIMATION QUADRATIQUE DES EQUATIONS: 
UNE ~CRITURE GLOBALE 
Nous designons par D le disque unite ouvert, D = (z, / z I < 1 }. 
DEFINITION 2.1. Pour des fonctions u(z) et v(z) holomorphes prbs de D, 
on note X(u, U)(Z) = (1/2i7c) {,zS, =, (u(z’) u(S) dz’/z’ -z). 
Rappelons que toute fonction ~(a) = CT z (pkeiks ’tcrit formellement 
(2.1) 
On appelle cpO + F(z) la partie holomorphe de cp, donnee par l’inttgrale de 
Cauchy qDo + F(z) = (1/2in) Jp (cp(/?) d(ei8)/eio - 2). Le “produit” X(u, u) 
est done la partie holomorphe du produit u(z) v(Z). 
DI~FINITION 2.2. Pour toute fonction U(Z) holomorphe dans D, on note 
(s,u)(zj = U(Z) - U(O), 
(S, u)(z) = 
u(z) - u(0) 
> 
z 
(S,u)(--I= u(z) - u(0) - zu’(0) z* 
et U(z) = u(Z). Remarquons que S, = ST. 
Nous sommes maintenant en mesure d’enoncer la 
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PROPOSITION 2.1. Les Pquations d’approximation quadratique (1.2.1), 
(1.2.2) en la perturbation q( t, a) = 1 T 2 qk( t) eikor Pquivalent au systsme 
~(t,z)=fS,X(~,G’+~‘)(t,z) (2.2a) 
+; {%%f(R, F’)-R+S,%%yR, G’)}(t, z), (2.2.b) 
06 cp(t, a) = [F(t, z) + G(t, Z)] I;=<>lr comme en (2.1), H= S,F, K= HF/z. 
Preuve. (a) On peut trouver les Cquations (2.2) de la faGon suivante :on 
remplace l’intkgrale 1: de I’kquation (1.1.3) par une intkgrale de contour, 
obtenant ainsi l’kquation 
acp ;I(I;n)=~((i+H)rp)(t,a) 
I Re log (1 + 6) 1 + F’(z’) - 5 G’(S) > dz’, (2.3) Iz’l = 1 z’ 
00 6 = (F(z) + G(Z) - F(L) - G(Z’)/z -z’) (z = eiX). L’Cquation d’approxi- 
mation quadratique (1.2.1) s’krit alors 
~(t,~)=~((i+H)ip)(t,~)+&/,Z,,=, (A.Red-iRe6’jdzf, (2.4) 
od l’on a nott A = F’(z’) - (T/z’) G’(T). I1 ne reste plus qu’i calculer les 
diverses intkgrales de contour par la formule des hidus, en fonction de F 
et G. 
(b) Le calcul esquisst: en (a) Ctant long, on se contentera, pour 
alltger le texte, de vkrzjier que le systkme (2.2) est identique au systlme 
(1.2.2) obtenu en [2]. En effet, 
F(z)= c pkZk, G(z) = 1 q-d H(z)= c (pkzk-2, 
k>l 120 ks2 
K(z)= c qlk’p,zk+‘-3, 
k>2,faI 
et, si 
u(z)= c Ukzk, v(z)= c vkzk, 
kZ0 ka0 
%(% v”z’=p;o (,-Fzp ,,k”,j zp. 
l>P 
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On obtient alors saris difficultt les identifications de termes suivantes: 
(i) 
(SJf(G, G’)lj= - 2 (j+k-1) q,+kp,qk, 
k=-s 
(Sop(G, H ))j= f (1 -j-k) (P3-k-,(Pk, 
- -, pour j> 1. 
k= -m 
(ii) 
(G+A)-,=qj+@,..j, (&‘(R, F’))-j= y (k-kj- 1) (Pk+j-l@k 
et 
(ff&x”(a, G’))-j= y (k+j-3) (Pj-k-,(Pk, 
k= -j+4 
-/+I 
(R)pj= 1 (Pk@3-kpj, pour j< -1. 
k=l 
(iii) 
3. BTUDE DU PRODUIT p(U, 0) 
Dans la suite, p designera un nombre complexe, I p I > 1. 
DEFINITION 3.1. Une fonction holomorphe u(z) (z ED) de la forme 
Vk 
u(z) = (z-p)’ (v=1-lP12) 
sera dite “homogene de degre k - 1.” 
La raison de cette definition (qui Porte en rtalite sur la famille des 
fonction u(z), v < 0) est donnee dans la Proposition suivante. 
PROPOSITION 3.1. Pour rout p, / p ( > 1, et j, k > 1, on a 
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oti O(v) dbsigne un polynBme en v h coefficients numtriques (i.e., indb 
pendants de z et p), nul pour v = 0. 
Preuve. (a) On va d’abord ktablir une “formule de Leibniz” pour le 
produit X(u, u) : 
LEMMA. Pour u(z), v(z) holomorphes pr2s de D, on a: 
(i) X(24’, v) = 8, 3fyu, u) + A?(u, au), 022 a = z*a,. 
(ii) Pour tout k2 1, 
X(dk’, v) = i c:a;(3f+, ak-‘u)). 
I=0 
Preuve du Lemme. (a) Comme 
H(u, v,(z,=$- j u(z’) v(Z) dz’ 
I.?‘( = 1 zt--z ’ 
u’(z’) v( l/z’) dz’ 
z’-z 
et en intkgrant par parties en z’. 
1 
X(u’, VI=% I 
u(z’)(c%)(Z’) dz’ u(L) ~(5’) dz’ 
Ii’/ = I z’ - z /=‘I= 1 (z’ - z)’ 
ce qui est la formule demandke. 
(b) En supposant vraie la formule pour k (le cas k = 1 est prouvk en 
(a)), il vient 
2P(dk+‘), v) = a,zydk’, v) + 3qdk’, &I) 
= dZ ; c!$$qu, ak-‘v)) 
{ I 
+ $ cp(X(t4, ak+‘--lu)) 
I=0 I=0 
k-l 
= ,Fo cc:+ c:“) a~“(Jq.4, ak-‘v)) 
+ d;+‘Jtyu, v) + X(u, ak+‘v) 
k+l 
= 1 c:+,af(2f(u, P’v)). 1 
I=0 
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(b) Pour tout p, 1 p 1 > 1, on a, g&e A la formuie des rksidus, 
-1 U(z’) z” dz’ 1 1 - 
2i7t (1 -$)(Zz’ - 1) z12 
z---2; 
2-p 0 p’ 
(c) L’application du Lemme 
donnent 
car l/(2-Z’)=z’/(Zz’- 1) (lz’l = 1). D’ oh *“(l/b-P), ~)=~(l/P)l(z-P). 
avec U(Z) = l/(z-p) et le point (b) 
( 1 (-l)‘j! sff (z-p)‘+,> u > 
= f: c;af-Jr 
/=O ( 
-, ’ zI, a- iv 
> 
D’autre part, d’v = z2’u(‘) + a, _ 1 z”- lu(‘~- ‘) + . . . + a,~‘+ ‘II’, pour certains 
coefficients aj; si l’on prend U(Z) = l/(z -p)&, on trouve 




4k+ l)...(k+l- 1) (l,p-p)k+’ 
d’od 




(z -Plk > 
(-1)’ ’ 
=T[go/l(:ii,! (;$;/:I 
x {(-1)/-y”-“” -“-“-‘)k...(k+j-I- l)(l +0(v))] 
= ,go CL-,- 1 (zp:;)I: 1 ~‘~~-j(l +O(v))etlertsultat. 1 
On voit done que le produit selon 2 de deux termes homog&es de 
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degres respectivement a et /I est une somme de termes homogenes de degre 
au moins LY + j?, les termes de degre exactement l + p ttant explicit& dans 
la Proposition 3.1. 
4. SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES DE 
L'BQUATION D'APPROXIMATION QUADRATIQUE 
On va construire ici des familles de solutions approchees du systeme 
(2.2), en utilisant la forme particuliere de ce systeme et les proprietes 
d’homogentitt de ST mises en evidence au $3. 
Remarquons d’abord la proposition suivante. 
PROPOSITION 4.1. Si F(t, z) et G(t, z) holomorphes pr& de B, sont 
solutions du systt?me (2.2) mod@ et avec restes 
~(t,z)=;jy:(~,G’+fi’)(t,z)+R,(t,z) (4.1.a) 
+ R,(t, z) (4.1.b) 
(avec ici E77= S,F, R= (P- F(t, O))/z), alors F(t, z) = F(t, z) - F(t, 0) et 





+; (%(fl, F’) - E+ S,S(ir, c’)}(t, z) + R2(t, z). (4.2.b) 
Preuve. On a en fait H(t, z) = (F(t, 2) - zF(t, O))/z2 = A(t, z), K= K, 
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La construction de solutions approchkes du sysdme (2.2) est alors 
rksumke dans la proposition suivante. 
PROPOSITION 4.2. Pour N 3 1, considerons des fonctions F’(t, z), G’(t, z) 
(Odi<N-1) de laforme 
Fi( t, z) = ~ v 4(t)P* i+2 + a’l(t)p’ (z-p)z 
it3 mP’+* g(‘+ ,) 
Z- P 
+ ... + (z-P)l+l 
G’(t,z)=-v bb(t) r+2 1 ‘itt)ii vi+3 + .,. + bi(t)(P)i 
Z-p (z -py 
(z -)i+, v*(;+ ‘I, 
ou, comme au $3, 1 p 1 > 1, v = 1 - ) p I * (remarquons que Fi et G’ sont 
homogenes de degre i + 1). 
Posons 
F(t,z)=FO(t,z)+ ... +F” -‘(t,z), 
G(t,z)=G’(t,z)+ ... +GNpl(t,z). 
II existe une suite de systtmes dtfferentiels So, . . . . S,-,, independants de 
p et calculables uniquement ci partir de (2.2), de lu forme 
2= A;{($ b;),,,}, j = 0, . . . . i (S;a) 
z=B;ilag, b$,,j}, j = 0, . . . . i, (Sib) 
avec la propriete suivante: 
si les coefficients a;, bj (i < N - 1) sent des solutions des systemes 
S 0, . . . . S,-, pour t E [0, T], les fonctions correspondantes P(t, z) et G(t, z) 
sont des solutions du systeme (4.1), avec des restes R, et R, valant 
* designant certaines fonctions des ai, bj, independantes de p. 
De plus, si i >, 1, le systeme Si est un systeme car& 2(i + 1) x 2(i + 1) 
lineaire en les ai, bi, b coefficients dependants des a$, b: pour I< i- 1. 
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Preuue. (a) Pour calculer les seconds membres de (4.1), nous utiliserons 
le lemme suivant : 
LEMME. Si u(z) = l/(z -P)~, 
(S, u)(z) = 
1 1 
p(Z-p)k-p2(Z-p)k-’ 
+ .,, +W)“-’ 
Pk(Z -P) 




= z(z -p)k (-p)k 
x [(-p)k-1+(-p)k-2(Z-p)+ “. +(Z-p)k-‘] 
1 1 (-1y 
=P(z-P)k-P2(Z-p)k-‘+ .‘. +pk(z--p) 
1 1 (A)“-’ 
p(z-p)k-p2(Z-p)k--+ ... +pqz+ 
1 1 (-l)k 
p(z-p)k-~-p2(z-P)k--+ ..’ +pk-l(z-p) 
+ . . . +wlk-’ 1 1 2 
Pk p(z =pyz -p)k -p3(z -p)k- ’ 
+ + (;W+l) k(-l)k-’ . . 
P’+2(z-p)k-.i+ “’ +pk+l(z-p~. 1 
Ce lemme implique que l’image par S, d’un terme p’+ ‘/(z -p)’ est de la 
forme (l/p) x (C * (p’+‘/(z -p)‘), IQ), tandis que I’image par S, est de la 
forme ( l/p2) x (C * (p’+ ‘/(z -p)‘, I<j). Ici comme dans toute la suite, on 
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designera par des * des coefficients (dependants Cventuellement de t) indt- 
pendants de z et p. Done I? = Szp est une somme de termes homogenes 
de degrts d= i + 1, i + 2, . . . . de la forme *pi- ‘vj’“/(z -p)j, j < i + 1, les 
termes de degres i + 1 valant ( l/p2) p exactement. On en deduit que G + Z? 
est une combinaison lintaire de termes Ci, ,,, * ((p)‘~ ’ VI+ “/(z - p)‘) de la 
forme 
G+a=‘h”+~)v*+(bb+~)V3+(b:+1:)~v4+r 
2 -p z-p (z-P)2 ’ 
+ ,,. +(b;-‘+F)\fN+’ 
z-p 
od les ri dtsignent des sommes de termes homogenes de degre i + 1 dont les 
coefficients ne dependent que des a$, p < i - 1. 
(b) La proposition 3.1 montre alors que X(G, G’+ 8’) est une 
somme de termes de degres d> 1, de la forme * (pj+‘~‘+~/(z-p)~, avec 
1 <j d d, car un terme de G contenant l/(z -p)’ est de degre au moins j; 
en effet, 
Les termes de degrt 1 dans &“(G, G’ + I?) sont 
-@(b0,+~)vW ( 
1 1 *V2 - ___ 
z-p’ (z-P)2 ! 
= -q@;+T&P.; 
z-p 
les termes de degre d 3 2 font intervenir IinPairement les coefficients a: - ‘, 
(If- 1 
/ . 
Pour satisfaire a l’iquation (4.l.a) il suftira done de prendre 
da’ --.!=A’ 
dt ’ 
(1 didN- l), 
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oti A: dtsigne le produit per i/2 du coefficient du terme en ~J+~v~+j+ “/ 
(“-/))i+’ dans X’(C, G’ + H’). 
Le reste RI est alors une combinaison de termes (toujours) de la forme 
* (P i+lv’+“l(z-p)J, avec 1 <j< N, d 3 N + 1, les coefficients * ttant 
cetaines fonctions des a;, 6;. 
(c) Analysons maintenant le second membre de (4.1.b). 
(i) Le terme G + fi a dkja Ctt: considCrC en (a). 
(ii) Le terme &‘(I?, P’) est une somme de termes de degrCs d> 1, 
de la forme * ((p)‘. ’ v”“/(z-p); avec j d d, car un terme de fi contenant 
l/(z -p)’ est de degrk au moins ,j; en effet, 
2 (PI’-’ Pk 
( (Zy(Z ) 
j- 1 
=,To C:;f-[p2 ;“i”d;,:: vl-k--j+‘(l + O(v)) 
j-1 
= c c:;;~,&2(z~;)~+l (l-V)“V’-k-j+‘(l+O(V)). 
I=0 
Les termes de degri: 1 dans X(g, p’) sont ceux de 
-p*&;V4S ( 1 1 - ___ z-p’ (z-p)2 > = -I(&!J’ 5 (P@)*, 
soit 
les termes de degrt: d> 2 font intervenir Iinkairement les coefficients aJ-“- ‘, 
b!- ’ 
J ’ 
(iii) Le terme X(Z7, 17’) t es une somme de termes de degrks d3 1, 
de la forme * ((p)‘+’ ~j’~/(z-p)j), avec j< d; en effet, comme on I’a vu 
en (b), 
SF m-1 pk-2 ( (Z’(Z > 
J--1 
= c C&fp,-, ,1”Ii;,:, (1-V)k-2V~~k~J+‘(1+O(V)). 
I=0 
L’action de S, sur X(fi, c’) produit alors une somme de termes de degrk 
da 1, de la forme * ((p)J-’ vi+d /(z--p)‘, comme en (ii). 
376 SERGE ALINHAC 







P z-jj’(z = ) 
C1°b0V2 -2-L- 
z-p. 
(iv) Le terme R= ii(S, P) est une somme de termes de la forme 
pj-~vJfd’plVl+d” 
* (z-p)’ (z-p)” 




avec d3 2. 
C’est done un “terme d’ordre inferieur” pour l’tquation (4.1.b). Un terme 
de degre d 3 2 dans k ne peut etre obtenu que par le produit dun terme 
P j-‘v”“‘/(z-p)j de degre d’ de fi (pour lequel necessairement j< d’ 
comme observe en (c)(ii)) et d’un terme ~‘v’+~“/(z -p)’ de degre d” de S,F 
(pour lequel necessairement 1< d”, comme le montrent la forme de P et le 
Lemme (a)): done 
k=j+Idd’+d”=d. 
(d) II est done possible de satisfaire a l’equation (4.1.b) en choisissant 
les coefficients !I: solutions des systemes 
BJ dtsignant le coefficient du terme en (p)’ v ‘+j+ ‘/(z -p)‘+ ’ dans le 
second membre de (4.1.b). 
Le reste R, est alors une combinaison de termes (toujours) de la forme 
* (p)j-1 v’+d/(z -p)j, avec 1 d j $ N, d 3 N + 1, les coefficients * etant 
certaines fonctions des a:, hi.. 1 
Faisons quelques remarques ur la construction de la Proposition 4.2. 
Remarque 4.1. Les termes de plus bas degre de F et G, qui doivent etre 
de degre 1, peuvent etre choisis de structure plus complexe; par exemple 
comme des sommes linies 
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ou encore comme des sommes faisant intervenir plusieurs poles pi etc, . . . . 
Les termes de degres suptrieurs a un seront alors choisis de facon ade- 
quate, pour prendre en compte les interactions quadratiques des seconds 
membres de (4.1). 
Remarque 4.2. En principe, le m&me pro&de de construction peut 
s’appliquer a l’equation d’approximation cubique, quartique etc . . . ou a 
l’equation complete. Mais on doit alors prendre pour parties homogenes de 
degre un de F et G des series 
, 
le systeme So est alors un systeme infini d’tquations differentielles 
ordinaires couplees, que l’on ne sait a l’heure actuelle ni calculer explicite- 
ment ni rtsoudre. 
Remarque 4.3. 11 est possible de faire dependre le pole p du temps, avec 
l’espoir de le voir s’approcher du cercle unite. On doit alors prendre pour 
termes principaux P” et Go de F et G, comme a la Remarque 4.2, des series, 
et supposer dp/dt = 0(v). Toutefois, les calculs font apparaitre de subtiles 
compensations de termes dans les series P” et Go, dont l’effet est 
d’empecher linalement ) p ( de s’approcher de un. C’est pourquoi on s’est 
content6 dans la Proposition d’un modele a pole stationnaire. 
5. PREUVE DU THI~OR~ME 
La preuve du theoreme repose sur I’existence de la famille de solutions 
approchtes explicitee a la Proposition 4.2, et sur le fait que le systeme (So) 
qui gouverne les termes principaux posdde des solutions qui explosent en 
temps fini. 
5.1. Un lemme d’explosion 
LEMME 5.1. Soit le systsme So 
b(t)= -$b+r7), r;(t)=~(b+a)-~la,‘-~rjh. 
Pour tout E > 0, il existe 0 < T, < Z/E, et pour t E [0, T,[, une solution 
a(t) = 1 + b(t), b(t) = - t( 1 + i) e(t), e rPe1, avec e(0) = 1 + 6, e(t) croissante, 
e(t) + + co lorsque t + T,. 
Preuve. Si l’on prend a = 1 + 6, les deux equations sur a’ et b’ se rtdui- 
sent a d = - $(b + 1 + 6). En choisissant b de la forme b = - ie( 1 + i) 
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(e reel), on trouve 1’Cquation t = $e(e - 1). Pour e(0) = 1 + E (E > 0), la solu- 
tion e > 1 existe sur un intervalle [0, T[, e(t) 7 + cc lorsque t + T_ , et 
T<~/E. 1 
5.2. Fin de la preuve 
Pour ~1~ fix& on choisira p = e’“O( 1 - v)l/* = (1 + aO) e’“O (v < 0, 1 v ) petit). 
En tixant, dans la Proposition 4.2, N = k (donne dans l’enonce du 
thtoreme), on choisira les coefficients aj, hi comme suit: 
l pour a:(t) = a(t), b:(t) = h(t), on prend la solution de S, mise en 
evidence au Lemme 5.1, correspondant a E = 4 - 1. 
l les ai, hf (1 < id N- 1) seront alors choisies solutions des systemes 
Si, nulles pour 2 = 0. 
Pour les fonctions F( t, z), G(t, z) ainsi obtenues (pour t E [0, T,[) on 
note 




R( t, a) =f( t, e”) + g( t, e -“). 
La perturbation cp(t, a) ainsi obtenue (ou v reste A choisir) servira a 
definir le contour z(t, LX) = eim + cp(t, g) satisfaisant les proprittes du 
Theo&me. 
(a) On a, pour IzI G 1, avec B(t)=su~~,,,~~, (l~;(f)l, Ibf(t)O, 
I f(4 z)l + I At, z)l d cte B(t) v2, 
I fl(t, z)l + I gl(t, z)l d cte B(t) I v I, 
et 
fitudions cp,“‘(t, a) : 
2,2 II 
cp,“‘(t, x) = - ,TE”‘,,2 + ih(t) v* 
i 
- ix 7 iz 
(e-:x-p)2- (e:yp)* . 
I 
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(i) Comme IpI-1 - -v/2, Icp,“‘(t,a)l64+8 lb(t)1 +U(lvl): en 
prenant E=$- 1, lb(O)1 = 1, jq,O’(O, cl)1 d 12 + O((vl), et (z&(0, x)1 < 
1 + 1 cp,O’(O, E)I + cte B(O)1 v ( + O(j v 1) < 14 pour I v I petit. 
(ii) Prenons cx=x,+~~(~~=)~J-l= -v/2+0(v2)): 
done I cp,“‘(t, E~)I 3 (7/2)1 b(t)( - 5 pour I v( petit. 
Choisissons maintenant T < T, < 2/(fi - 1) < 5 tel que (7/2) I b( T)l - 
5 3 2C: comme I zk( T, IX)/ 3 I cp,“‘( 7’, a)[ - 1 - cte B( T)I v I d’aprts (a), on 
obtiendra I zh( T, a, + Q)/ 2 C pour I v / assez petit. 
(b) Restent k vCrifier les points (i) et (ii) du ThCorZme. Comme 
I z(t, a) -z,(t, Cr)l = ) cp(t, cc)1 = O(v), (ii) est vrai pour ) v I assez petit. 
D’autre part, la structure des termes de reste R, et R, montre que 
IR11Ck+IR21Ck=U(IvI), d’oti (i) pour Iv1 petit, ce qui ach&ve la 
preuve. 1 
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